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1. Ableitung des sin/ cos / tan

sin(x)) _q

Zuerst zeigen wir: Fir x € R™ gilt: lim( .

x—0

Beweis:
tan(x)
Am Einheitskreis gilt fir XE}O;%{Z
X
sin(x) sin( x)< x<tan(x)
denn:
B
(1) sin(x)<s: Dreicksungleichung (oder Pythagoras im A ABC )
X
sinca| S (2) s<x: s ist kurzeste Verbindung zwischen A und B
(1) und (2):  sin(x)<s<x = sin(x)=<x
C A
A . . AX X
Flache des Kreissegments A,: —— = =
tan(x) 1 1
2 Flache des Dreicks A, 45c AAABCZE-I-tan(x) = E-tan(x)
= 1 _1
Mit A, <A, s folgt: =x<—=tan(x) = x<tan(x)
B 2 2772
T A_\AEC
also: sin(x) < X < tan (x) | - 1
' sin (x)
o sin(x) - X - sin(x) 1
sin( x) sin (x) cos(x) sin(x)
= 1 < X < 1
sin(x) cos (x)
Fir x—0 istdann lim (1] < lim [— < lim 1 = lim .X =1
X0 x—0 | sin(x) | x=o0 | cos(x) x—0 | sin (x)
=1 T
. [ sin(x) . 1
= lim =lim|————|=1 = Beh. .
x—0 X x—0 X -1
sin(x)
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1.1 Ableitung des sin(x):

Fir xeR ist
o 2 cos| X - sin ;X)
sin'(x) = lim 51n(x~)—sm(x) = lim ~
X—x X—X X—X X—X
. X=X
3 sin | — N
= lim | cos| X=X - = cos(x), denn lim|[X=%X|=0
X—x 2 X—X X—Xx 2
N
—cos(x) 2
-1
also sin'(x) = cos(x)

1.2 Die Kettenregel (Nachdifferenzieren)

Es gilt die Kettenregel: (f(g(x))) = f'(g(x)).g '"(x)

oder anders geschrieben: (feg) = d(fog) _df dg

dx  dg dx
(flglxll] = flglx)] - g'lx]
Nachdifferenzieren
dussere Ableitung innere Ableitung
denn

— lim (f(g<>~<>) flgCal| . [glxl=g(x)
glxl=g(x) glx|—g(x) Xox X—x
= f'lg(x)]-g'(x)

Beispiele:

1. h(x)=(x¥+1] = h'(x)=3-(x2+1)2-35 mit f(x) = x" und g(x) = xX*+1.

flg'l 9’
2. f(x)=sin[x’-2x% = f'(x)= cos(x3—2x2)-(3x2—4x)

3. f(x):cos(x2—3x)2 = f'(x):[2-cos(x2—3x)]-[—sin(x2—3x)]-(2x—3)

2/5



E’/Z?i? FOS / BOS 12 Technik

1.3 Ableitung des cos(x)

Far xeR ist
cos'(x) =sin x+%) = cos x+% : x+%)' = —sin(x|- 1 = —sin(x)
also cos’'(x) = —sin(x)

1.4 Produktregel

(u(x)-v(x))' =u'(x)v(x)+ u(x)v'(x)

oder kurz: (uv)'=u'v+uv’

Beweis:

= lim (%) v()?N):u(x) v(X) N u(x) v(3<~):u(x) v(x)
= lim (u(5<~)—u(x)) v(X) 4+ u(x) —(V(Si)_v(x)’)
x—x X—X ?v(_x; m X—X
- u'(x) —v'(x)

Beispiele:
1. f(x)= icj-sin(x) => f'[x]= %f~sin(x)+ x*-cos(x)

—_— —

u(x)  v(x) u'(x)  v(x) u(x)  v'(x)
2. (x f)—1f+x——\/—+\/} 3 x
2x 2
_ 3)' 53, g1 4
alternativ: (x-\/x) = |x? :EXZ =5X 2= 5\&

3. f(x)=[x*~1}[3x=5 = f'(x)=2x{3x=5|+(x*~1)-3=9x’~10x—3
alternativ: f (x) =(x’~1)-(3x=5| =3x*~5x*—3x+5 = f'(x)=9x’~10x—3

Aufgaben auf S.96
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1.5 Quotientenregel

oder kurz: (E) =
v

Merkregel: (Naz-zahn):
NaZ-ZaN _ Nenner(abgeleitet Zihler)— Zdihler (abgeleitet Nenner )

N® Nenner’
Beweis:
1] -1 Ijigi? -2 , v'(x
Mit 0 :[(v(x)) ] = [(—1n):(v(i<l)) ]N\:Tm(f’f—X) =—v<i)2) ergibt sich:
(f;) = w0 E (a0
, 1 Iyt = 2 [ V) vix)u' () ulx)v'(x)
= (vl v (07 = Tl - Tes | = =T a T o
_ v(x)-u'(x) —u(x)-v'(x)
- v(x)’
Beispiele:
1 x'—1 ': (x2+1)-2x—(x2—1)~2x _ 4 x
S X (x2+1)2 (x2—|-1)2
9 flx)= 3x+2 Fr(x) = (x—2)-3—(3x+2)-1 __—8 | x#2
' x=2 (x—2/ (x=2/
1.6 Ableitung des tan(x)
Fir x€R\ x|x=g+kﬁ, keZ! ist
tan'(x) = sin(x)| _ cos(x)cos(x)—sin(x)(—sin(x)| _ cos(x)’+sin(x)* 1
? ~\cos(x)] cos (x)’ - cos(x) ~ cos(x)*
also tan’'(x) = Coszx)z

Aufgaben auf S.96-97
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1.7 Anwendung: Schwingungsgleichung

z JW\/\/\/W —— (1) = ma(®
/ AYAVAVAVAVAVAV: IS o
s(t)<0 s(t)>0 .
0 s(t) s/m

In obiger Skizze ist:

t: Zeit

s(t) Auslenkung der Masse vom Gleichgewichtszustand (Feder entspannt) in
Abhangigkeit von der Zeit t

F (t) Rickstellende Federkraft in Abhangigkeit von s(t) und somit von ¢.
Es gilt: F(t)=—D-s(t) (Hooksches Gesetz).

Nach Newton ist nun F (t) = m-a(t) = m-5(t)

3

Somit: —D-s(t) = F(t) =m-3(t) & s(t)=-— Bé(t)

Wenn wir vorriibbergehend =1 wahlen und die Einheiten vernachlassigen, dann ergibt
sich: s(t) =—3(t)

Es wird also im wesentlichen eine Funktion gesucht, die 2-mal abgeleitet wieder die
Funktion selbst ergibt, nur mit negativem Vorzeichen.

Eine solche Funktion ist z.B. sin(t) , denn sin"(t) = —sin(t) .

Bemerkung: asin(t—b) oder cos(t)=sin(t+73) ginge auch.

Etwas Nachdenken und Probieren ergibt s(t) = sin(\/% -t ) als eine mogliche Losung,

m m m m m m

denn:
D

m

COS = —Ssin

2
Versuch: Schwingungsdauer (Periode) p=\/—; = ZW@ .

m
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