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1. Anleitung: gebrochen rationale Funktionen am Beispiel:

Aufgabe jeweils: Maximale Definitionsmenge D,,,.SR und Lage und Art der Definitionsliicken bzw.

Nullstellen in Abhangigkeit von k€R .

1.1 Parameter im Zahler

(x—l)(x—2)(x2+ k)
(x—l)(x—2)(x2—x—2)

fo(x)= , keR

1. So weit wie mdglich faktorisieren:

(x—1)(x—2)[x*+ k|
x—1)(x=2)(x+1)(x—2)

fi (X) = (
2. Maximale Definitionsmenge D, = R\{Nullstellen des Nenners|:
D, =R\[-1;1; 2]
3. So weit wie mdglich kirzen:

_ X+ k
fulx) = (x+1)(x—2)

4. Faktor aus Nenner verschwunden = behebbare Definitionsllcke, Rest sind mdgliche Polstellen:

x =1 ist behebbare Definitionsliicke fiir alle k€R (da Term (x—1) verschwunden ist)
Mogliche Polstellen: x=—1 und x=2

5. Spezialfalle berechnen:
a) Einsetzten der moéglichen Polstellen in den Zahler und diesen 0 setzen:
» x=—1inZahler: (-1)+k=0 & k=-1

b) Mit diesen gefundenen k-Werten jeweils den speziellen Funktionsterm berechnen:

_ xz—l _ (x—l)(x+ 1) _ x—1
= (== e e 2]~ x—2

c) Werte ablesen
= x=2 ist Polstelle der Ordnung 1
und x =—1 ist behebbare Definitionsllcke (ebenso wie x =1, siehe oben).

d) Ebenso die weiteren moglichen Polstellen:
» x=2:(2+k=0 o k=—4

X'—d4  _ (x+2)(x=2) _ x+2
(x+1)(x—=2) (x+1)(x=2) x+1

= x=-—1ist Polstelle der Ordnung 1 und x =2 ist behebbare Definitionsllicke.

= f—4(x) =
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6. Die anderen Werte ohne die Spezialfalle betrachten,
hier sind die moglichen Polstellen wirklich Polstellen:

= keR\{-1; —4}:

= x=—1und x=2 je Polstelle der Ordnung 1.
7. Mdgliche Nullstellen (sind Nullstellen des Zahlers):
a) Zuerst die Spezialfalle von den Definitionslicken betrachten:

o k=-1= f (x)=2"

= x=1¢&D__ (!)d.h. keine Nullstelle! (Definitionsltcke!)

X_2 max
+ 2
+ k=-4 = [ (=7

= x =—-2¢€D,  isteinzige und einfache Nullstelle.

b) Dann die anderen Werte ohne die Spezialfalle betrachten: Mogliche Nullstellen:
Seinun keR\{—1; —4}:

Mogliche Nullstellen: x*+k =0 < x’=—k = x,, = +V—k

- = keine Nullstelle fir keR* =]0; oo

= k=0 = x =0isteinzige und 2-fache Nullstelle.

. keIR"\{—l; —4} = x,,, sind die zwei einzigen Nullstellen, jeweils mit Vielfachheit 1.

Alternative 1 zu 5:

Polynomdivision, dann das gleiche Prozedere nur mit dem Rest:
Vorteil: weniger Arbeit, falls Polynomdivision schon gemacht.

fk(x) =1+

x+ k+ 2
(x+1)(x—2)

= x=-1in Zahler des Restbruches: (—1)+k+2=0 & k=-1

x+ (—1)+2 x+1

- 7 =14 —" = = 1+ -

(x+1)(x—2) (x+1)(x—2) xX—2

= x=2 ist Polstelle der Ordnung 1 und x =—1 ist behebbare Definitionslicke

= f—1(x) =1+

« x=2in Z&hler des Restbruches: (2)+k+2=0 < k=—4

Lo () mqe X2 x-2 1
fX) = ) ™ Y e ) - el

= x=—1ist Polstelle der Ordnung 1 und x=2 ist behebbare Definitionslicke

- keR\{-1; —4]}:

= x=—1und x=2 je Polstelle der Ordnung 1.
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Alternative 2 zu 5:

Zuséatzlich den Zahler faktorisieren:
= k>0 = Zahler hat keine Nullstelle
= x=-—1und x=2 sind Polstellen jeweils der Ordnung 1.

| x+ \/——k)(x—\/—k]
(x+1)(x—2)
Direkt ersichtlich: Es gibt zwei Falle in denen sich ein Faktor kurzen Iasst:
k=—1und k=—4:
oder mit Rechnung: x+V—k = x+1 < k=—1 und so weiter ... alle Kombinationen durch.

k<0 = f,(x)=

X+ V=(—1))[x==(=1)] _ (x+1)(x=1) _ x—1

(x+1)(x—2) B (x+1)(x—2) -~ x-2
= x=2 ist Polstelle der Ordnung 1 und x=—1 ist behebbare Definitionslicke

- Flrk=—1ist f ,(x)=

x4l x—V=(=4)] _ (x+2)(x=2) _ x+2
(x+1)(x—2) C(x+1)(x=2)  x+1
= x=-—1ist Polstelle der Ordnung 1 und x =2 ist behebbare Definitionsltcke

- Firk=—dist f_,(x) =

= keR, \[-1; —4}:
= x=-—1und x=2 je Polstelle der Ordnung 1.
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1.2 Parameter im Nenner

(x—l)(x—Z)(x2—x—2)
(x—l)(x—Z)(x2+ k|

fo(lx)= , keR

1. So weit wie mdglich faktorisieren:

) = (x—l)(x—Z)(xf 1)(x—2)
filx) (x—l)(x—Z)(x2+k)

2. Definitionsliicken sind Nullstellen des Nenners:

Erst die klaren Falle:
Sofort abzulesen = x=1 und x=2 sind immer Definitionslicken!

3. So weit wie moglich kirzen:
_ (x+ 1)(x—2)
fr (X) = 4k

4. Spezialfalle berechnen:

a) Einsetzten der moglichen Nullstellen in den Nenner und diesen 0 setzen:
Mogliche Nullstellen des Zahlers: x=—1 und x=2.

= x=—1inZahler: (-1)+k=0 & k=-1

b) Mit diesen gefundenen k-Werten jeweils den speziellen — vollstandig geklrzten —
Funktionsterm berechnen:
C(x+1)(x=2) _ (x+1)(x—2)

_ _x—2
= ) =03 T x—1)(x+1)  x—1

c) Werte ablesen:
= x=1 und x=-1 sind zusatzliche Definitionslicken,
also D,,, =R\[—1; 1; 2} | es gibt somit 3 Definitionsliicken,

wobei x=—1 und x=2 behebbar sind und x =1 Polstelle der Ordnung 1.

d) Ebenso die weiteren moglichen Polstellen:
= x=2inNenner: (2’+k=0 = k=—4

C(x+1)(x=2) _ (x+1)(x=2) _ x+1
= flx)= =4 (x+2)(x=2)  x+2

= x=2 und x=-2 sind zusatzliche Definitionslicken,

also D, =IR\[=2; 1; 2} | es gibt somit 3 Definitionsliicken,

wobei x=1 und x =2 behebbar sind und x =—2 Polstelle der Ordnung 1.
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5. Die anderen Werte ohne die Spezialfalle betrachten:
keR\{—1; —4}:

Madgliche zusatzliche Definitionslicken:
X+k=0 o xX’=—k = Xip = +—k
= Fur keR"* keine Losung = keine weitere Definitionsliicken = D,,,, = R\{1; 2]

1)(x—2
(x)= (x+ 1)(x=2) = die einzigen 2 Definitionsllicken x=1 und x =2 sind behebbar.

= I X2+ k

k=0 = fx) = XU L Ry

- X
Von den drei Definitionslicken sind x=1und x =2 behebbar,
x =0 ist Polstelle der Ordnung 2.

. keR\[-1;-4} - fk<x>:[rx+(’;*_%>)f§:j>_fkj und D, = RA(1; 2; —/=k; V=K].

Von den vier Definitionslicken sind x=1 und x=2 behebbar,
x=—+—k und x =v/—k sind jeweils Polstellen der Ordnung 1.

6. Nullstellen

Spezialfalle der Nullstellen ergeben sich aus den Spezialfallen der Definitionslicken
unter Punkt 4 !

Beachte: Aufpassen, ob Nullstelle auch in D, liegt!
x=2¢D,, fir alle keR, somit auch nie Nullstelle von f, .

x—2
-1

= k=-1= [_(x)= = D, =R\[—1;1; 2} = keine Nullstellen (x=2¢D, ")

X
= k=—4 > f_,(x)= i:; = D, =R\[=2;1;2] = x=-1 ist einfache und einzige NST.

« keR\{-1;-4} = [, (x)= %(xk_z) = x=-—1 ist einfache und einzige Nullstelle
X +

(x=2¢D,,.").

max
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